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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 
MATEMÁTICAS GERAIS E COMPLEMENTOS DE ÁLGEBRA 

I. S. C. E. F, — MATEMÍTICAH G E F A I S — Exame f inal — 
4 de Outu&ra de 1952. 

I 

3 6 2 2 — Dada a função y = (x—1)e*7-1 para 
e tf — 0 para 8 = 1 , estude a sua continuidade em 
x — 1. Determino os seus extremos o a equação da 
tangente à eurva no infinito. R : Pondo x 1 — h 

vem y (1 —li)=»—b • e~"iT donde y (1 — 0) = 0 ; pondo 
1 et/f> 

x — l + h vem y (l + li) = heV = donde y (1 4 0) — 

= oo . A função é descontinua no ponto x = 1 , mas 
continua à ttquerda ; a descontinuidade ë de primeira 
espécie e a oscilação e* visivelmente igual a 1. 

_L x —2 
A derivada y' = e 1 - ' • - — - é negativa com x no in-

tervalo aberto (1,2) e positiva fora do intercalo fechado 
( 1,31. Portanto função crescente em {—oo.l), decres-
cente em (1,2) e crescente em (2 ,oo) . Há um mínimo 
em x = 2 de valor e, 

A equação da tangente no ponto M {x, y) pode 
escrever-se .* 

e, fazendo com que M descreva qualquer dos ramos infi-
nitos que a curva possui no 1." e 3." quadrantes obtemos 
como posição limite daquela recta Y = X . 

II 

3623 — Desenvolva em série de potências de — x 

a seguinte função racional / ( x ) — — - e deter-
x — 1 

mine o respectivo intervalo de convergência. R: Pondo 
L E* a » — vem - = z*(l + z , + z 1 + " - + Eín + — ) -
I 1 — z* 

5 í 5 i 
— 7, e então leremos —• / . > válido 

" xa— 1 x l n f i 
o o 

para \ z j — -—- < 1 ou. | x ] > 1 . 
I x I 

III 

3624 — Defina determinante característico e, dado 
o sistema 

x — y + s = 3 
2x — Sjf — 3a = 0 
3 x — y — 43 = 4 
ax-4-fry — 9a = — 2 
ax 4- 3 by 4- 5a -— 8 

calcule a e 6 do forma que este sistema seja com-
patível. 

Determine a solução do 6Ístema. I t ; Tomemos a 
matriz dos coeficientes 

1 - 1 1 
2 - S — 3 
3 - 1 — 4 
a h - 9 
a 3 b 5 

Clmma-se determinante principal a um qualquer 
determinante de ordem máxima, não nido, tirado desta 
matria 

1 - 1 1 
3 - 3 - 3 = 17 
3 - 1 - 4 

São determinantes característicos aqueles que se obtém 
de orlando com os coeficientes duma equação não 
principal, dispostos em linha, e os termos independente»' 
dispostos em coluna. 

4 C , = 

l C » = 

- 1 
— 3 -
- 1 -

b -

1 — 1 
2 - 3 
3 - 1 
a 3 b 

1 3 
3 0 
4 4 
9 - 2 

1 3 
- 3 0 
— 4 4 

5 8 

= 51 a + 17b —119 

= 51 a + 51 b - 51 

Para que as equações sejam compatíveis deverão ser 
nxãos os característicos 

f 3a -t- b -4 = 0 
a-+ b — 1 • : 0 l i : 

b = — 2 
3 
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A solução determinase com A regra RIE C R A I I E H 

3 - 1 1 
0 - 3 - 3 
4 — 1 - 4 

17 
=> 3 

1 3 1 
2 0 - 3 
3 4 - 4 

11 - 1 

1 — 1 S 
2 — 3 0 
3 - 1 4 

17 
- 1 

F.uunoiadoü o goluçáo das SF>22 « 3C:M da J. II. \ 1 ' :> ;K; c 

I . S . T . — M A T E M Á T I C A S G E I I A I S — 1 . " e i a m e d o f r e -

quência ordinário - 13 de Março de 1953. 
I 

3 6 2 5 — Calcular: 
* 

lim (cos 3c)®J 

i - o 
3 6 2 6 — Estudar e representar gràficamente a fun-

ção : 
y — cos (3 • are sen a:) 

3627 — A função 
a + bz 

toma os valores 
tlz 

3 - Ai 
; - 2 i 2 ' 5 

respectivamente, para 3 = 0 , z = l e z = co. 
Mostrar que o afixo do iti «-+• iv descreve a 

circunferência de raio I, com centro na origem dos 
eixos (Uz + TI' = 1) , quando o afixo de des-
creve a mesma circunferência (x--t . 

I I 
3 6 2 8 — Estude a representação geométrica da po-

tenciação e da radiciação de ti úmeros complexos. 
Averigue em que condições o afixo da potência 

de expoente n dum número complexo poderá coincidir 
com o afixo dc uma das determinações da raiz de 
Índice n do mesmo complexo. 

3 6 2 9 — Estabeleça os conceitos de limites e de 
derivadas laterais. Considere as duas funções 

1*1 1 I y e y - \ x\ x 
no intervalo ( — o , a ) . Ser-lhes-ão, nesse intervalo, 
aplicáveis, respectivamente, os teoremas de CAUCHV e 
de R O S - L E ? Justifique. 

3630 — Defina função composta, do uma só variivel 
final, e deduza a regra de derivação correspondente. 

Considere a função s=f(u,v), com 
I u - 9 (x , y) 
\v — h(x, y) 

e, por analogia, deduza as regras de derivação de e 
em ordem a X e a y . 

L S . T. — MATEMÁTICAS C E B A I S — e iame do fre-
quência extraordinário — 14 de Março do 1953. 

3631 — Determinar a ordem do infinitésimo y— 1 — 
— cos x — x ' /2 em relação a x . 

3 6 3 2 — Estudar e representar graficamente a 

função : y = 1- (a > í i > 0) . 

3 6 3 3 — Dada a função w • 
z + í 

determine os 
is + 1 

pontos (x,y) para os quais ela toma, respectivamente, 
valores reais e valores imaginários puros. 

Qual é o afixo de s cujo transformado é a origem 
dos eixos no plano dos ku¥ (m) = u-+íu; z = a; + !y). 

I I 

3 6 3 4 — Defina representação conforme e relacione 
este conceito com o de auali ti cidade de uma função. 

Verifique qne a função m = sen s é analítica e cal-
cule a sua derivada. 

Sendo a — x + iy, determine as curvas transformadas 
dos eixos dos xx o dos yy. 

3 6 3 5 — Diga o que entende por função monotónica 
num intervalo e se é sempre possível a sua inversão. 

Verifique, pelo teorema de L A O H A N O B , que se urna 
função tem derivada de sinal constante em todos os 
pontos de utn intervalo, então ela é monotónica nesse 
intervalo. 

3636 — Estabeleça o conceito de derivada para 
uma função de duas variáveis. 

Como aplicação, considere ttma função Z « = / ( M ) J 

onde u = x + g(y) , c verifique que, se / e g forem duas 
funções deriváveis, se tem: 

i)z d*z dz <)-s 
Sx dxdy dy cM1 

enunciados doi i . 3 ; i 30ô  de J. II. Ar/ii.ioi 

I. S . T . — M A T E M Á T I C A S G E I I A I S — Exame ordinário — 
13 de Março de 1953 — Parte teórica. 

3637 — Considere o grupo R dos números inteiros, 
no qual a operação de grupo é a soma ordinária. 
Considere o grupo Ç dos complexos da forma 

(1 +11)*, onde n é inteiro, e no qual a ope-

ração do grupo é o produto. Dado n , estude a cor-

respondência n ( — ) • (1 + i)*. Diga se se trata / I f 2 \ cia n -> [ ) 

dum homomorfismo. No caso afirmativo, diga qual é 
O invariante em l i , tal que £-=ií/£Tl. 
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3 6 3 8 — Considere os dois vectores que ligam a 
origem das coordena'las aos dois pontos (-1, — 2 , — 4) 
e ( 0 , - 8 , 1 ) , Mostre que os doís vectores são linear-
mente independentes, 

3639—Suponha que a sucessão z, , za , ••*,z„, 
de números reais tende para um limite z„ . Mostre 
que a sucessão dos sous valores absolutos tende para 
o limite | z„ | . 

3640 —•Tome o plano OAB, cujo traço OA , no 
plano O.iy, é a bissectriz do ângulo recto xOy\ de-
pois, tome a bissectriz UB do ângulo recto AOz, 
t juais são as coordenadas do ponto do infinito da 
recta OB ? 

3641 — Demonstro a continuidade, para todo o 
valor de x , da função sen ("2 J;-Í-5). 

3 6 4 2 — Considere um conjunto £ de números 
limitado inferiormente, O numero a , limite inferior 
principal de define-se como limite inferior dos 
números tais que liá uma infinidade de números 
de € inferiores a it. Demonstre que a também se 
pode definir corno o limite superior dos números 
tais que liá apenas um númuru finito de números de £ 
inferiores a { . 

I. S . T. — MATEMÁTICAS G E K A I S — Exame extraordi-
nário — 19 do Março de 1953 — Parte teórica. 
3643 — <3 é um grupo e ©^ e são dois sub-

-grupos tais que © i è invariante em em ©!. Seja 
Sj um sub grupo de © . Prove: 

a) é invariante em Si = ©,flJ5i 
b) i é isomorfo a um sub-grupo ile /©'}-
3Õ44 — Tome a sucessão de imaginários z( , zj 

3„, • • . Diz-se que ela tende para um limite zü se, 
dado e > 0 , existir N tal que 

I®» — < • i quando r o - i V . 
Suponha at, u j , •••, a„ , números reais tendendo 

para depois suponba f>\ ,br, />„,••• números 
reais tendendo para hü. Demonstre que a sucessão 
Qi + í f t | , , , an + ibn, ••• tende para o limite 
aü + rto • 

3 6 4 5 —Tome no plano y=*l a recta li que ú 
bissectriz do ângulo PAQ, inclinada de 4õ° sobre o 

plano xy, Diga quais são as coordenadas do seu 
ponto no infinito. 

y? X» 
3 6 4 6 — Verifique que a função f ( x ,y) —• -——— 

x* •+• y3 

é uma função contínua de x , quando o ponto (x , y) 
se aproxima do ponto ( 0 , 0 ) , percorremlo uma retta 
que passa pela origem. A continuidade subsiste, ainda 
que o ponto (x , y) se mova sobre o eixo Ox , conti-
nuando a aproximar-se da origem das coordenadas 

3 6 4 7 — Considere um conjunto C de números, limi-
tado, superiormente. Ü número ot limite superior 
preciso de CADOHV (limite principal de C) ilefine-ae 
como o limite superior dos números D, tais que há 
uma infinidade de números de C superiores a n De-
monstre que a também pode ser definido conto o limite 
inferior (ínfimo) dos números Ç, tais que há apenas 
um número finito de nú.neros de C superiores a 

F. C. L. — CoHeLEMBírTOB HF, At.QKttnA — 26 de Feve-
reiro de 1953. 
3 6 4 8 - Suponha ;© = © = © , 2 — 2 ® , 3 - > ( ! ) ] 

uma série normal de @ . Se % é um sub-grupo de © , 
mostre que| - $ n ©, E £ ri ©^E • • • § í j n ©; n ©1 + 1 — 
— (1)| é uma série normal de Q . Em seguida, prove 
que os factores da segunda série normal são isomorfos 
a sub-grupos dos factores da 1.* série. 

3 6 4 9 — Suponha © um anel com elemento um. 
Considere Õ como um grupo abeliano com os se-
guintes operadores: os uleiuentos de &, aplicados 
à direita de © . Veja como pode definir os endomor-
firntos — Q , de © . 

3650 - Õ é um anel com elemento um, gerado 
pelos seus ideais direitos simples. Prove que 0 é uma 
soma directa dum número finito de ideais direitos 
simples. 

E n u n c i a d o s iíOH D.01 3637 a. SGjO d « A . . I l iuoLdü C u s t a 

N. II. — Por falta de espaço só no próximo número 
serão publicadas as soluções dos n."3625 a3636, bem 
como os enunciados e soluções de pontos de outras dis-
ciplinas. Deste facto pedimos disculpa aos nossos Lei-
tores e Colaboradores. 

A Redacção 

P R O B L E M A S 
Problemas propostos ao concurso 

SECÇÃO E1.1.MKNTAJI. 

3651 - Se (tiú S[A B C], < ,4 = 2 . / ) , então 

3 6 5 2 — liesolvcr o sistema: 
| 4ic»yí + 16a:'y + 1 6 a s i - 4 y * - 4 x y * + t e » + 8se*y* 
\ 2 i 2 y + l i + 2 y — — xy 

SECÇÃO M É D I A 

3 6 5 3 — Seja B o ponto, distinto da origem, em que 
a recta y^x t/i * encontra a curva jP + gi-Qx — 8y = 0> 
e seja J o ponto, também distinto da origem, onde o 
eixo dos XJ; encontra a mesma curva. Mostre que 
AB — 10 sen a . 


