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Sur le distance d'un point variable à un ensemble fixe 
/ 

par Lucien Chamard* 

1.—Soit M un point extérieur à un ensemble donné 
E . La plus grande sphère ouverte centrée en M et 
disjointe de E (ou sphère d'appui de E centrée 
en M) a pour rayon (s, la distance de M à E , et 
se note Sh . Les points de E situés à la surface de 
Sf, sont des projections de M sur E et constituent 
l'ensemble fermé u { M ) , Quant aux segments reeti-
lignes qui joignent M à ses projections, ce sont les 
projetantes de M sur E et leur faisceau se note 
<t> (A/) . M x désignant une demi-droite issue de il/ 
et extérieure à * ( A f ) , le plus grand eône de révo-
lution indéfini et ouvert d'axe Mx et disjoint de 
<b IM) est le «cône d'appui» de (A/) a*« sur Mx 
et son demi-angle au sommet ® est la «distance 
angulaire» de Afin à 4>(Af) . Il se note T%. 

2. — Considérons deux points M et M' situés res-
pectivement aux distances 9 et (' de E . Selon le 

. svstème do notations sus-indiqué <t> (M ) et (M1) 
désignent respectivement îes faisceaux de projetantes 
de ces doux points, tandis que a {M) et H (A/1) sont 
les ensembles de leurs projections. 

TufioHÈuE I. '1>(M) et '1' (AT) sont respectivement du 

même côté nu sens large que le jtoint correspondant 

par rapport au plan radical des deux sphères et 

Ce là est évident si Sjf et JSV son disjointes, puis-
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( ' ) Si <I> ( i/) ne remplit pas c'est-à-dire la fermeture do 

. «i-
( ' } «au sons largo« -signifie quo er(J/) [ou n ( J T ) ] peut 

avoir tout ou partie de sois points daus le plan radical des deux 
sphères. 

que or(Àf) appartient à o (A/'J à et que 
le plan radical de deux sphères sans point intérieur 
commun les sépare. Si les deux sphères JSJ, et S^ 
ont des points communs, le plan radical sépare encore 
les parties des sphères non communes, parties qui 
portent respectivement a (M) et ts(M') . 

Dans ce dernier cas, c'est-à-dire si M Al' C f + f ' , 
on peut présenter la proposition précédente sous la 
forme suivante: 

THÊOEÈIIE I'. '&(M) et '6 (M1) sont respectivement 
de même côté que M et M' par rapport à la surface 
du cône de révolution qui a pour sommet le milieu I 
de MM1, pour axe IM<® et pour demi-angle au 
sommet Vangle m définit par 

" Ip ' - f l <e+fr) 
COS 01 — p f ' - M . . (?+(') ~i. 

L M M ' ^(pS + f ' J ï - M Ï p J 
En effet, la surface du cône en question, qui passe 

par le cercle Commun aux surfaces des deux sphères, 
sépare n (M) et o(Af ' ) au même titre que le plan 
radical et laisse M du côté de a (M) et M' du coté 
de n (AT) . 

Cas particulier: Pour p = , les deux propositions 
précédentes s'identifient avec la proposition que 
M. GBOKOKS DURANÎ) a donnée sous la dénomination de 
Demme des deux points '*>. 

On sait que les faisceaux de projetantes jouissent 
de la semi-continuité supérieure d'inclusion ou 
S C I , c'est-à-dire que si M' tend vers M, 

(a ) Dana la cas où p' f -
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l'accumulatif de •!> (M1) est inclue dans ^ ( M ) . 
Cette propriété associée au théorème I ' , m'a 

conduit à ce résultat 

THKOBÈIIB II. — Soit Mx une demi-droite issue d'un 
point M extérieur à un ensemble E , demi-droite elle-
-méme extérieure au faisceau des projetantes de M. 
On peut trouver une suite J M, J de points tendants 
vers M, admettant Six comme demi-tangente unique et 
telle que l'accumiUalif îles faisceaux de projetantes 
'[> (M;) est formé de projetantes de M situées à la sur-
face du cône d'a]>pui l*^ <t> (M) axé sur Mx . 

Démonstration ti« Théorème II: Du Théorème I et 
de la A'. C. I. des projetantes, ou déduit immédiate-
ment ce résultat: L'accumulatif des faiseeaux de 
projetantes pour toute suite de points admettant Mx 
comme demi-tangente unique appartient au sous-
- faisceau des projetantes de M qui se trouvent sur 
la surface du côno d'appui de * ( M ) qui a pour axe 
M x , et pour demi-angle au sommet tp et pour nota-
tion . 

Nous allons démontrer que toute projetante MA 

de .1/ située sur la surface de r j , appartient à 
l'accumulatif des projetantes de quelque suite de 
points admettant Mx comme demi-tangente unique. 
Celà est évident si M n'a qu'une projetante sur la 
surface de f f c e t i en particulier, si M est un point 
ordinaire (doué d'une seule projetante sur E ) . 

Mais supposons que .1/ ait plus d'une projetante sur 
la surface de r j , et considérons l'une d'elles, soit 
MA . Toute demi-droite issue de M et BÎtuée dans 
l'angle aSÎX est l'axe d'un cône d'appui de 1> ( i f ) 

ne portant pas d'autre projetante de M que MA 

sur sa surface. 

MA appartient donc à l'accumulatif des projetantes 
île tonte suite de points admettant une demi-droite 
quelconque de l'angle AÎÎx comme demi-tangente 
unique. Considérons, dans l'angle A.lix, une suite 
(ie demi-droites | Mx 1 , 2 , 3 , — définie par 

(Af g plias i) >— — et soit ei^x- UH s e c ' e u r sphéro-

- conique de sommet il/, d'axe Mxit de rayon E( 

et de demi-angle au sommet Hj. Le rayon et est 
Ei ? 

arbitraire et e,— -— tandis que v,. = — - , 
' 2 i _ 1 2 i + l 

Chaque secteur sphéro-conique o*^'.' contient des 
points dont l'accumulatif des projetantes, pour i 

donné, contient MA . On peut choisir dans un 

point Mi de telle sorte que la suite \Mi\ admette 
Mx comme demi-tangente unique. Chaque point Mi 
de la suite se projette sur un voisinage de A , 
d'après la S. C. I. et le raisonnement complémen-
taire que nous venons de donner. Lorsque i par-
court la suite des entiers, Mi tend vers M suivant 
Mx et l'accumulatif de ses projetantes comprend 
visiblement MA puisque le voisinage Si; est éva-
nescent. 

Notons que, d'après le Théorème précédent, f n'est 
autre que l'angle o> de la formule du Théorème I' 
lorsque M' tend vers M en même temps que p' 
tend vers p. 

. ' L M M' M M ] 

on en déduit que — cos e n'est autre que la dérivée 
de la fonction de point p (M) dans la direction Mas» 

On retrouve donc là un résultat déjà établi par 
M. NI: MISÉS [0> qui n'a pas dégagé ie rôle de la notion 
purement géométrique de cône d'appui des faisceaux 
des projetantes. 

4, — On sait que, pour une fonction 
admettant des surfaces de niveau douées d'une nor-
male en chaque point, le gradient en M est un 
vecteur dont la direction orientée, normale à la sur-
face de niveau qui passe par M , est celle de 
l'accroissement B «le plus rapide» do ? (M), ou 
mieux celle de l'accroissement de p (M) qui corres-
pond au déplacement rectiligne M M ' le plus court. 

La fonction p (M) qui fait l'objet de la présente 
étude a des ensembles de niveau qui n'ont pas par-
tout le caractère de surface; de plus, de même en 
leurs parties superficielles, ces ensembles de niveau 
ne sont pas, en général, doués d'une normale en cha-
que point; enfin il se peut qu'en certains points de 
ces parties superficielles la fonction ne puisse croître. 

Pour être sûr qu'un point M ait ses environs 
superficiels sur l'ensemble de niveau Fp qui le porte 
et qu'en ce point la fonction p (M) puisse croître 
nous nous limiterons à la partie de Fp qui 
mérite le 110m de frontière extérieure pour l'ensemble 
ouvert des points situés à une distance de E 
moindre que p l~>. Une telle frontière est formée de 

(fl) R. ;>(•" Miskg, La base géométrique du Thiorinu de .M, MAVSKL* 

b r q j t . Camp tes-rôti dus 'i't . ' A . des Se, do p&ris. 205 l.M", 
pp. 1353, 13 S5. 

( ' ) Un point do lu fïOJillàre e i l J r l ea ro d'un <h: M'mil i " est un 
point do In rrontîoro du cet onspmMe qui ost nusul point 
d' iccumutaUon de palais e ï t j r l e u r s l'otitiombla. 
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points (a) et éventuellement de certains pointa (p) . ,a i 

Si M est un point (a), il existe pour <1> (A/) un 
«cône d'appui maximal» unique1®' dont le demi-
angle au sommet 0 est le maximum de l'angle <p 
introduit dès lç début de cette étude. Pour un point 
(st) , A est obtus. Dans la direction Mz, la dérivée 

, . P (M'} - p (M) de e (.1/) est — cos 9 = max 11 m — —- . 
tv-+M M M' 

Si .11 est un point (p) , il convient de rernar-
i Tt 

quer de suite que 0 — — et que 

. f (M<) - F (M) 
max 11 m —— - 0 

M'-MM M M' 
et qu'il peut exister plus d'un cône d'appui maximal 
pour <i> (A/) . Les axes des cônes d'appui en question 
remplissent un angle plan dont la mesure peut pren-
dre n'importe quelle valeur entre 0 et 2 iv inclusive-
ment ou bien encore sont deux demi-droites oposées. 

Ce qui précède justifie la définition suivante: 
DÉFINITION : Oit appel e ^gradients (généralisé) de 

la Jonction p ( M ) en un point M le collectif des recteurs 
dont la direction orientée est celle de tout cône d'appui 
maximal de 't (M) et dont la longueur est le cosinus 
du supplément du demi-angle au sommet de ce cône 
d'appui maximal. 

En un point (st) le gradient se réduit à un vecteur 
unique de longueur inférieure ou égale à 1 (l'égalité 
est atteinte pour un point ordinaire, c'est-à-dire 
doué d'une seule projetante). 

En point (p) où ? (A/) peut croître, le gradient, 
formé de vecteurs nuls ne se manifeste plus que par 
les directions de ces vecteurs. 

En un point (p) où p (A/) ne peut croître ou bien 
en un point (7) le gradient n'existe pas, 

5. — On sait qu'en Analyse classique on considère 
les lignes de forces ou lignes de gradient définies 
par le fait qu'en chacun do leurs points elles sont 
tangentes au gradient de la fonction de point envi-
sagé. Dans le cas de la fonction p (A/) , on doit con-
sidérer plus généralement les «ensembles de gra-
dients» caractérisés par le fait que leur contingent 
postérieur est, à chaque point, formé par le gradient 
de p (A/) au même point. 

J'ai pu établir le résultat suivant: 

(*) Un point ( ï ) est un point par lequel passe an plan 
d'appui du faisceau do SDK projet antes no portant aucune do 
ces projetantes. Uu point (P) admet encore un plan d'appui 
pour aes projetantes mais ce plan d'appui contient obligatoire-
ment deux d'entre elles. Un point (*J) n'A pas de plan d'Appui 
de projetantes. 

{ » ) Cette unicité s'établit [par un raisonnement analogue k 

coin! qu'on trouve dans l'ouvrage de M. T . UoSïtRSK* k L a 
Problimtê des leepirimitrc* et des Itèpiphanei. Collection des Mo-

jtografftiies ntr id Thtorie ' Fonction*. Paris. tiaathlor-Vlllars. 
1B29. Chap. Ill, N.» ÏS, p. tt. 

THÉORÈME III — L'ensemble de gradient de la fon-
ction distance p ( M ) issu "01 du point M est formé 
de points de multifurcation si M est lui-même un point 
de multifurcation. 

En effet, considérons l'ensemble de niveau F^ 

(p' > p) et la sphère d'appui de F^, contrée 
en M . M M ' est la plus petite distance de M à 

P (A/J) p (M) 
F-i, donc le rapport est, grâce au 

™ M if 
fait que M ' est une projection de M sur F^i, aussi 
grand que possible. Je dis que, si M est un point 
de multifurcation il en est de même de M' . E11 effet, 
supposons pour un instant le contraire, c'est-à-dire 
que M' soit ordinaire et soit A/1 A' la projetante de 
A/1 sur E . La sphère SJJ3r passe, comme SJi "" par 
le point M' et doit être incluse dans . Son 
centre M doit donc être sur le rayon A'M' de 
c'est-à-dire sur la projetante M'A' de 3£. Mais alors, 
on sait que tout point situé sur une projetante d'un 
autre point est ordinaire l i , ,. M serait donc ordinaire 
contrairement à l'hypothèse. Aussi nous devons 
admettre que M' est un point de multifurcation. 

Ce fait subsiste quelle que soit la différence p' — p 
ou, ce qui revient au même, la proximité des points 
M et M ' . 

En résumé, si M est un point de multifurcation et 
p (AT) - p(Af) si M' est un point tel que conserve 

M M' 
une valeur maxima, si petit que soit MM', M'ne 
cesse pas, dans les mêmes conditions d'être un point 
de multifurcation, de sorte que la limite de la demi-
-droite M M ' apartient à la fois au gradient de 
p (M) et au ctg postérieur de l'ensemble des points 
de multifurcation relatifs à l'ensemble E . 

c , Q. F. B , 

Si M était ordinaire, le gradient de p (M) en M 
serait opposé à la projetante unique et l'ensemble de 
gradient issu de M serait le prolongement de cette 
projetante jusqu'à ce qu'on rencontre éventuellement 
un point de multifurcation. 

6. — p désignant toujours la valeur de la fonction 
distance à partir de laquelle on définit les ensembles 
de gradient, si on fait tendre p vers zéro, on s'aper-
çoit qu'au départ de E , les points frontaux de E , 
c'est-à-dire les points de E qui livrent passage à 
la surface d'une sphère d'appui non nulle, se compor-
tent comme des points ordinaires tandis que les 
autres sont acomme» des points de multifurcation. 

( ' J ' en t ends par là que je ne considère sur cet ensemble 
que des points situes à une distance de E supérieure k la 
distance f du point M. 

("X G. ll'u; 1 . : ( I i> . Introduction à la Giomifrie lu/imUaimale 

Directe, Paris, Vuiberl, 193Î, Chap. XI ] , JT." SI, p. S3. 


