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O primeiro membro tem pois como zeros: —1,
2—/3,1/2 e 2+ 3. A inequagio é verificada
para —1 <x<2—/3 ¢ 12<x<2+/3-

3282 — Faga o desenvolvimento do bindémio

[-+&7]

e diga o coeficiente do termo em =. R: Tem-se
para o desenvolvimento:

g (;) (2x)™ (x/2)~72 = ET 27—9/2 (;) X730/

p=U
O coeficiente pedido corresponde a T—3p/2 =1, ou
7 25.71

A7 :%()m—_num.
p=4, e € portanto 4 YTEY

3283 — Qual o valor da razdo do nimero de
arranjos para o mimero de combinagdes de n objectos
P a p e como se chama?

3284 — Qual o menor valor de m que d4 A equagio
x4+ 222 4+9=0

quatro raizes reais, diferentes de zero, e quais sdo
elas? R: No enunciado ht manifesto erro tipogri=
fico visto o pardmetro m ndo figurar na equagdo
apresentada.

3285 — Dada a equagio @+ bz + ¢ = 0, deter-
mine b e ¢ de modo que uma das raizes seja tripla
da outra e que o produto dos seus quadrados seja
igual a 144. R: Representemos por x; e x; as
raizes da equagdo e suponhamos, por exemplo, | x5| > | x4 |.
Entido: x;=3xq, e (x1%)?=144. Logo xyx; =
=+12=c e y+ x3=4x3=— b, donde: x{ =2,
x4=6 e x{=—2, x{{ =—6, ou c =12,
b'=—8 e ¢'"=12 e b =8. 4 hipltese c =—13,
conduz a raizes complexas ndo conjugadas e a b ima-
ginario .

Solugdes dos n.°* 3281 a 3285 de Manuel Zaluar

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Avcesra Suverriorn — 1.° exame de fre-
quéncia — 1949-1950.

3286 — Defina sucessio de Rorre de f(x) em
(a,b) e desereva, justificando, o seu préstimo na
separag¢io das raizes de f(x) num intervalo. Faga
a aplicagio 4 equagio x?e* —k = 0. (Discussfio com
apresentacfio dos diferentes casos possiveis, consoante
o valor de #).

3287 — Enuncie e demonstre a condigio necessdria
e suficiente de desenvolvibilidade de f (x) em série
de Tavvor referida ao ponto a. D& e justifique
alguma condigdo suficiente. Pode o conhecimento do
desenvolvimento de f'(x) = Za,(x — a)" permitir
escrever o de f(x)? Sob que hipdtese? Qual é
esse desenvolvimento? Faga a aplicagfo & determi-
nagdo do desenvolvimento em série de Mac-Lavrix
de f(x)=log (4+x). (Intervalo de convergéncia do
desenvolvimento).

3288 — Enuncie o teorema de Eurer sobre fun-
¢Bes homogéneas. E a reciproca exacta? Escreva a
equagdio da tangente 4 imagem da funglo y impli-
citamente definida pela. equagio f(z,y) =0 num

ponto genérico, pondo-a sob a forma AX+ BY + C=0.
Dé& as expressdes de 4,B e C em f(xz,y) e suas
derivadas. Mostre, servindo-se do teorema de EuLer,
que A, B e C sio fungdes homogéneas, na hipdtese
de f(x,y) ser homogénea de grau «. De que grau?

3289 — Sendo fiY, (a,bd) finita e fI/ (x ,y) limitada
no ponto P (a,b), pode afirmar-se a continuidade de
Jih (x,y) no ponto P? Justifique o teorema em que
baseia a resposta. Supondo verificadas as condig@es
anteriores e admitindo a continuidade de fi{ (= ,¥)
em P (a,b), justifiqgne a igualdade fI, (a,d) =
= fi/, (a,b), supondo que estas iiltimas derivadas
sio finitas.

I. 8. C. E. F. — Mareudiricis Gerais — 1.° Exame de
frequéncia — 30/1/1954.

3290 — Determine a derivada em ordem a = de:

y=e""*". tg} (x3 +1)+ (1—x) - sen w1,
Justifique a regra operatéria que uson para o cdl-

culo da derivada da 2.* parcela de y. Podia utilizar

essa regra para achar essa derivada no ponto de

aT—
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abeissa 17 Porqué? Indique algum ponto onde se
torne ficil o cdlculo da derivada de y. Justifique. R:

Y =—2xe* . tgt (x341) + 12x2. &' g® (x+ 1) —
1 .

1 1
—8eén =+ - COs .
fi —1

x—1 x—1
A regra operatéria usada foi a do produfo que ndo
se pode utilizar no ponto de abeissa 1 visto que neste

il
5 néo estd definida. No ponto

ponto a fungdo sen -

de abcissa —1 torna-se particularmente simples o cal-
culo da derivada de y, porque neste ponto tg (x*+1)
se anula e portanto para o cdlculo da derivada basta

achar a derivada de (1—x) - sen 3 % ponto —1.

X

3291 — Determine a equagio da circunferéncia
C que passa pelos pontos 4 (—2,1), B(—4,—1)e
cujo centro se encontra sobre a recta de equagio
o—y+1=0.

Ache a equagdo do logar geométrico dos pontos
médios dos segmentos M P sabendo que M é um ponto
de coordenadas (5,0) e P é um ponto mdvel da cir-
cunferéncia C. R: Seja C (a, B) o centro da circunfe-
réncia pedida. Entdo, temos: (a + 2)2 4+ (B —1)2 =
=(a+4)2+(B+1)2 e a—B+1=0, isto é, a+ B+ 3=0
e a—B+1=0. Resolvendo o sistema formado por estas
duas equagbes, obtemos a=—2 e B=—1 que sdo as
coordenadas do centro. O raio da circunferéncia serd
r=\/(—2+2)2 + (—1—1)2 = 2. Porianto, a equagdo
da circunferéncia serd (x+2P+ (y+1)2=4.

Sejam X e Y as coordenadas dum ponto qualquer do

x+5

lugar pedido. Entio, temos X ==

eY———;:- onde

X e y sdo as coordenadas dum ponto corrente da circun-
Sferéncia (x+2)2+(y+1)2=4. Eliminando x e y entre
estas trés dltimas igualdades resulta: (2X — 3)2 +
+ (2Y + 1)2 = 4 que € a equagio do lugar pedido.

3202 — Que entende por limite de uma sucessiio
de termo geral u,? Qual a condig¢io necessdria e sufi-
ciente para que essa sucessio tenha limite finito ?
Prove que a condigio é necessdria e suficiente.

Se a sucessfo de termo geral u, converge para um
nimero k, diga como ¢ constituida essa sucessio no
caso de k£ nio ser ponto de acumulagio do conjunto
(u,). Satisfaz essa sucessio a condigfo necessdria e
suficiente atrds referida? Razdo disso. R: A sucessio
é constituida, a partir de certa ordem, pelo elemento k
indefinidamente repetido. Satisfaz a condigio necessiria
e suficiente como € simples de ver.

3293 — Prove que as séries, de termos positivos,

s
Zu, e v, sio da mesma natureza se lim — = />0

n—»e U,

(! finito). O que pode concluir se for / igual a zero?

E se for / igual a infinito ? Justifique.
Verificando-se a condi¢8o n% - u,—/>0, quando con-

verge a série Zu, ? Neste caso qual o limite da suces-

1
sio de termo geral u,? Porqué? R: De u:i— —I=>0

1
e pelo anterior se conclui que Xu, converge se z;?

1
convergir. Ora, sabemos que 2—;— , 8érie de Dirichelet
n

ou harmdnica generalizada, 36 converge para a>1.
Portanto, nas condigbes enunciadas, Zu, converge se
a>1. Se Zu, converge entdo limu,=0.

=

3294 — Quando se diz que a funglo f(x) é cres-
cente no intervalo aberto (a,d)? Indique o limite
inferior de tal fungfo na vizinhanc¢a I (b—¢,8), (e>0
e arbitrariamente pequeno) e o limite superior destes
limites inferiores quando e tende para zero. Se esse
limite for finito diga o que é necessdrio para que
essa fun¢do f(x) seja continua no ponto & [relativa-
mente ao intervalo fechado (a,d)].

Mostre que f(x) é continua no intervalo fechado
(a,b), se ai for crescente e tomar todos os valores
entre f(a) e f(b).

D& a imagem de uma funglo f(z) crescente no
intervalo aberto (a,b), que assume nesse infervalo
todos os valores entre f(a) e f(b) e, finalmente, ndio
seja continua no intervalo aberfo (a,b). R: Descreva-
-se, por exemplo, a imagem duma fun¢do crescente no
intervalo aberto (a,b), que apr te uma d tinui-
dade finita num ponto interior ¢, tal que f (b)<<f (c¢—0),
e com f(a)=f (a+0).

Solugles dos n.*® 3290 a 3294 de José J. Laginha.

1. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerars — 30 de Junho
de 1954 — 2.° exame.

3295 — Desenvolver em série de poténcias de = +1

a funglio y = e determinar o intervalo de

(=+ 2)2
convergéncia. Demonstre que toda a série de potén-
cias é derivdvel termo a termo. R:

1
m= = 1+(x+_]}‘
= —2[1 —(x+1) + (x+ 12— (x+1)34 .- 4

Pyn_

-

+ () EH) ] = B (-2 @+

[]
desenvolvimento valido para |x +1| <1, ou —2<
<x<0.

o
A série das derivadas 3} (—1)™'-2n- (x+1)™" ¢
1
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também convergente no mesmo intervalo e a sua soma e
a derivada de Py, aonde y for uniformemente con-
vergente, isto ¢, em qualquer intervalo fechado interior
an intervalo de convergéncia. Vem pois:
2 v 1)y—1.9 1)t \
> e e

Para demonstrar que toda a série de poténcias ¢
derivivel termo a termo basta ver que Ea,,x" e
0

2 na,x"! tém o mesmo intervalo de convergéncia e
1

que, sendo a segunda uniformemente convergente em
qualquer intervalo fechado interior ao intervalo de con-
vergéncia, a primeira € ai sua primitiva.

3296 — Defina fungfio regular e veja se logt é ou
nio regular no intervalo (0, 7). Enuncie o teorema
de Cavcay sobre as fungdes regulares.

Seja ©A um arco de curva plana cujas equagdes
paramétricas sio y=¢ () e =y () com as fungdes
¢ e § regulares no intervalo (%,%); prove que o

arco OA admite uma tangente ordindria paralela a

corda OA-

Se y=t"? e x=logt, calcule o verdadeiro valor
de y/x para ¢=0. Justifique. R: f(x) € regular
em (a,b) se for continua em (a,b) e admitir deri-
vada finita ou infinita de sinal determinado em cada
ponto interior. A fungdo logt ndo € regular porque nio
€ continua para t=0; como para t=>0 admite deri-
vada = 1/t finila, ela sera regular em qualquer inter-
valo finito fechado por mais préximo que o exiremo
esquerdo esteja da origem.

Demonstrar que OA tem tangente ordindria paralela
& corda OA, € demonstrar que: se ¢ (t) e ¥ (t) sdo
requlares no intervalo (ty,t) com derivadas nio con-
Jjuntamente nulas ou infinitas em pontos interiores,
et) —e(t) _¢'(¥)
$(to) — ¢ (t) ¢ (t)
(caso niio seja ao mesmo tempo s (to) =2 (t) € ¥ (to)=
=U(t)). E o teorema de Caucay.

existe t' entre ty e ty que faz

t-2
Com y=1t" ¢ x=logt vem %—@ e o ver-
. . =2t
lim — = lim —— =
=0+ logt =0 t!
= lim —2t™* = —oco. A justificagio estd na regra
1=0

dadeiro valor para t=0 ¢

de Caveny para as indeterminagies de tipos 0 e z :

3207 — Se z=f(»,y) é uma fangio com deri-
vadas parciais limitadas no interior dum rectingulo
de lados % e & centrado em P (a,l), demonstre

que f é continua em P. Além das hipdteses ante-
riores, se f, & continua em P demonstre que f é
diferencidvel em P.

Com z=(x—2y)2+y—1 e P(2,1) aequacgio z=0
define alguma fun¢fio ¥ (#) na vizinhanga de xz=2?
Porqué? Em caso afirmativo, qual o sentido da
concavidade da curva repesentativa de y (x) no ponto
x=27 Justifique. R: A primeira questio demons—
tra-se com a férmula dos acréscimos finitos. Quanto &
segunda questio basta notar que as derivadas parciais
limitadas sdo finitas e as correspondentes fungbes
parciais sio regqulares. Como uma derivada € continua
resulta a diferenciabilidade.

A equagdo (x—2y)2+y—1=0 define uma curva
continua passando por P (2,1) porque as derivadas
parciais do primeiro membro sdo continuas em P e
fI(P)s£0. A fungdo z € diferencidvel em P e por-
tanto a curva representativa de y(x) tem tangente em
P de coeficiente angular dado por

e

Mas,
b [—4(x—2y) +1]2(1-2y') — 2(x-2y)[—4(1—2y")]
[—4(x—2y) +1F
calculada em P dé y''==—2; o sentido da concavi-

dade ¢ 0 dos yy negativos. A curva para baizo da
tangendte.

3298 — Enuncie o teorema de »'AremsErT e, Su-
pondo-o demonstrado, prove que o polinémio f(z)
de grau # admite precisamente = raizes reais om
complexas, iguais ou distintas. Deduza as férmulas
de Girarp e diga como as utiliza para conseguir eli-
minar o segundo termo de um polindmio.

O que é um zero real isolado? Demonstre que um
zero real inteiro simples é um zero isolado.

Poderia reproduzir a demonstra¢io anterior para
um polinémio f(z) no caso de zeros complexos?
Porqué? R: Teorema de p'Arempert: o polindmio
inteiro de grau n>0 tem pelo menos um zero ay. Divi-
dindo f(z) por (z—ay) o resto € f(a))=0 e o
cociente é fy(z) de grau (n—1) que admite um zero
320 £(z) = (2—8)fy(2) , fy(z) = (5— ) f2 (2) -
chega-se entdo a: f(z) = po(z—3ay) (2—ay) --- (z — a,).

As formulas de Girarp dbtém-se identificando os
coeficientes na identidade :

po (30 Barr 4 ) = poa—2) (= 3) - (2.

A primeira das férmulas de Girarp € :plli = ay 4
0
+ az+-- + a, e se de um polindémio dado passarmos a

outro com as raizes aumentadas de h, esse nmovo poli-
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—7n' !
ndmio terd P1 =aj+as+ - +a, +nh ou sea p—:‘—
Po
e L, nh =0 donde h= fi—. Faz-se entdo a trans-
Po D Po
Jormada de z' =z +h =2z + EL.
npy

Para demonstrar que zero real simples € zero isolado,
Jfaz-se f(x)=(x —a)o(x) com o(a)5=0 e o(x) con-
tinua para x=a . Ewxiste pois uma vizinhanga de
9 (a) sem a origem e devido & continumdade de o (x
exisle uma vizinhanga de a onde x faz 9(x)50 e
portanto f (x)=0. A demonstragio reproduz-se nos mes-
mos termos para um zero complexo, porque se consi-
deram as vizinhangas circularves dos pontos do plano
complexo.

3299 — Defina termo de uma matriz e defina de-
terminante. Diga o que é menor de classe k, e
deduza o mimero de menores de classe % de um de-
terminante de ordem n>1I.

Calcule o valor de um determinante de 4.* ordem
com todos os elementos ignais: demonstre os teo-
remas em que se baseou para o cdleulo. R: Termo
de matriz quadrada € o produto de n elementos da ma~-
triz tomado wm e 86 um em cada fila. Sé para matriz
quadrada vale a definicdo. Sinal de um termo € dado
por (—1)?+¢ onde o e | sdo os nimeros de inversies
das permutagdes superior e inferior dos indices.

Determinante € a soma dos termos da matriz afecta-
dos dos respectivos sinais. Menor de classe k e de ordem
n—k € qualquer determinante contido em n—k linhas e
n—k colunas: o niunero de menores de classe k ¢ eviden-

temente (E) GD . Aquele determinante € igual a zero:

deve demonstrar, a) a troca de duas filas muda o
sinal ao deferminante; b) determinante com duas filas
iguats ¢ nulo.

Solugles dos n.° 3285 a 3200 de J. Ribeiro de Albuguerque

I 8. C. E. F. — Mareniricas Gerars — 6 de Julho de
1954 — 2.° exame.

3300 — Defina extremos absolutos e locais de f (x)
no intervalo fechado (a,&). Seja f(x) uma fungio
com derivada positiva no interior do intervalo (a,d);
S () é continua nos extremos: prove que f (x) é mond-
tona no intervalo fechado (a, ). Precise o resultado,

Encare a hipétese de f' (x) ser nula num conjunto
de pontos, finito ou numeravel, interiores ao intervalo.
Considere por dltimo a hipdtese de f' (=) ser identi-
camente nula no interior de (a,?). R: S¢ja Y o con-
Jjunto dos valores de f (x) para x no conjunto X : existe
sempre um limite excedente dos valores da fungiio em X ,
menor que todos os outros: este limile superior dos valo-

res da fungdo em X, se for assumido por f(x) em X,
chama-se maximo absoluto. Dualmente se tem um minimo
absoluto de f (x) em X. Os dors designam-se por extremos
ahsolutos. Maximos e minimos ou extremos locais sdo os
maximos e minimos relativos ; sio sempre assumidos.
Para provar a monotonia_ da fungio parte-se de
f(x)—f(c)
x—c¢
¢io pontualmente crescente (propriamenee) € crescente
(propriamente) ; a continuidade nos extremos estende a
conclusdo ao intervalo fechado. Nas mesmas hipdteses
(derivada finita ouw infinita de sinal determinado) a
funcio € regular e o teorema de Lagrange da imediata-
mente a conclusdo. Nesta segunda demonstragiio devera
precisar-se que, nio se anulando a derivada, a fungio
€ propriamente crescente. Se em ponto isolado a deri-
vada € nula a fungdo ndo deixa de ser propriamente
crescente e um conjunto finito ou numerdvel de pontos €
sempre isolado (todos os seus ponlos sdo isolados); a
Jungio € propriamente crescente mas com inflexdes de
tangente horisontal. Na @ltima hipdtese a fungdo € cons-
tante no intervalo fechado. Todas as afirmagées deve-
riam ser provadas como € dbvio.

>0 ¢ vem f (c—h) <f (c) <f (c+h); fun-

3301 — Faca o estudo da concavidade de uma
curva por meio da férmula de Taylor.

Prove que se f'(x)—f' (d) tem sinal fixo para
|@w—d| <k, o arco AM tem inflexiio para z=d.

Estude a concavidade e pontos de inflexdo de
y=2—(1—=x)'? e represente a fungdo nas vizinhangas
do ponto x=1. R: A concavidade em ponto da curva
de tangente niio paralela a OY ¢ estudada por meio de
o (x)=f(x) —f (¢) — (x —¢) ' (¢); desenvolvendo f (x)
com a formula de Taylor vem para x na vizinhanga

de ¢, f(x) =f(c) + (x —c)f () + -(—xg_—;)if”(cl);

para ponlos x vizinhos de c tem-se pois ¢ (x) =
(x—e)?
21!
estudo da concavidade ao estudo da segunda derivada.
Em o (x)=f(x) —f(d)—(x—d) f'(d) faga-se f(x)—
—£(d) = (x—d) 1 (ds) ¢ teremos o (x) = (x—d) [F/(d)—
—f' (d)]; com x & esquerda ou & direita de d, vem
dy @& esquerda ou & direila mas sempre na vizinhanga
onde o segundo factor mantém sinal ; entdo o (x) varia
de sinal com (x—d) e haverd inflexdo.

f!' (eq) com ¢y vizinho de c. Isto reduz o

1 2
As derivadas y' = 3 (1-x)"2 e y' == 5 (1—x)-5R
siio infinitas, a primeira sem mudar de sinal ao passar
x por 1, a segunda mudando de sinal. Hd, para

x=1, énflexiio com tangente paralela a OX. A con-
cavidade € positiva para x <<1 e negativa para x> 1
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3302 — Que entende por derivadas parciais de
s=f(x,y) num ponto P (a,d) interior & regifio M
em que f vem definida.

Deduza a férmula dos aeréscimos finitos supondo
que aquelas derivadas sfo finitas numa vizinhanca
do ponto P (a,b).

Calcule a derivada da fungfio composta de f(z,y)
e x=e* e y=senu no ponto u==/6. Indigne as
condi¢bes em que pode fazer esse cdleulo. R: Como
as derivadas parciais sio finitas as fungbes parciais
sdo regulares e pode aplicar-se o teorema de LiaGraxae
a cada uma delas; o contorno deverd estar mergulhado
na visinhanea dada de P .

[ ] = f, (e"/®, sen =/6) e™/® +
u=m/6
+ 1, (e™/%, sen =/6) cos =/6 ;

para o cileulo deverd ser dada a fungio f(x,y); como
x e y sdo fungies diferencidveis em =[6, falta apenas
que a fungdo f (x,y) seja diferencidvel no ponto cor-
correspondente P (e™/°, sen x[6) .

3303 — Demonstre o teorema de D’AvexserT ou o
lema que o precede. Prove que os zeros do polindmio
S (2) sdo todos isolados.

7 ()

7@

f(z)=(z—a)" o (z) onde ¢(a)=0 e o (z) conti-
nua para z=a. Devido & continuidade de © (z) existe
um circulo centrado em a onde ¢ (z) tal como ¢ (a)
€ diferente de zero, e com z mnesse circulo tambem
f(z)5=0. O ponto a € zero isolado.

Decomponha em fracgdes simples a razio

Seja: f(z) = po(z—a)* (z—b)B... (z—1)* donde
log f(z) = logpg +2log (z —a)+ Blog(z —b) + -+«
e derivando

f! (z) a B 2
AT T o e e

3304 — Diga o que entende por composi¢iio linear
de filas de uma matriz. Defina dependéncia e inde-
pendéncia linear, e caracteristica.

Descreva o conhecido processo de cdlculo da
caracteristica e prove que: a caracteristica conser-
va-se invariante com a operagio de Jacosr.

Se A é uma matriz quadrada (por exemplo de
ordem 3) com o determinante |A|=0 mas em que
um elemento (por exemplo af) tem complemento al-
gébrico significativo, prove a dependéncia linear das
filas. R. O processo de cileulo da caracteristica € o
da condensagio da matriz. Do determinante da matriz
A tirain-se com os teoremas de Larrace

alAj+ajAl +ajAl=|A|=0; alA] +ajAl+

+83A}=0; afAl+ ajA}+afA}=0

e somando convenienlemente tem-se a igualdade matricial
Al[a}, ai, al] + Ai[al, a3, ai] + Af [af, aj, af] =
=[0,0,0] ou yLj+dLs+33L3 =0 e por hi-

pitese 1y 0.
Solugdes dos u.* 3300 a 3304 de J. Ribeiro de Albuquerque

I 8. C. E. F. — Mareudricas Gunais — Exame final
—18-7-1954,

3305 — Determine = de modo que a eguagdo
Sai+4a3—622—122+k=0 admita uma raiz dupla.
Calcule as rafzes dessa equagiio. R: Determine-se o
m, d.c. entre P(x)=3xt+423—6x2—12x+ %k e
P! (x)[12=x3+x2—x—1, atilizando para isso, o algo-
ritmo usado na determinagio da sucessio de Sturx,
até um resto independente de x. Entdo, temos

Px)». B 4 -6 wdied oK
P (x)/12-- 1 1 o) =1 )
=1 3 9 =
=Ry . k=3, O
4(1) —k+3 4
ST T e U Y e
=3
AT HS et 1 (0)
gilik 15 =N
L Ryes E211

Fazendo k—11=0 vem k=11. O m.d.ec. (P,P)=
= —x+ 1 did-nos a raiz dupla x=1, de P (x).
Abaizando o grau de P (x) pela regra de RurFint vem
o polindmio 3 x?+10x+11, que admite as raizes com-

0+2g§i

plexas X = — -+
(3 ]

3306 — Com um simples determinante resolve-se
o seguinte problema: Determine a equagdo do plano
que passa pelo ponto P (1, —1,1) e que é perpen-
dicular ao plano m=2x+3y—4z=1 e paralelo &

z—2 y—3 z+1
1 S . N, il il i SR (n
recta r 7 5 1

do enunciado temos o sistema:
Ax—1)+B(v+1) +C(z—1) =0
2A4+3B—-4C=0
A+4+2B+C =0.

A condigdo para que este sistema (de equagies homo-
géneas) tenha solugies mio simultineamente nulas é:

Nas condiglea

e y+1 z—1 | =0,
2 3 —4
5 2 1

donde 11x — 6y 4-2—18 = 0, que ¢ a equagdo do plano
pedido.
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3307 — Calcule um polindmio de grau nio supe-
rior a 4 que represente aproximadamente a fungfo
y=cos x no intervalo (—=,=). Ampliando a tabela
das diferencgas, qual o valor do polindmio correspon-
dente a —3=/2? R: Construamos a tabela das dife-
rengas finitas :

x P(x) |aP(x) [aA2P (x)|a3P (x)[a4 P (x)
—= -1 1 0 —2 4
—=/2 0 1 —2 2

0 1 -1 0

/2 0 -1

= -1

A férmula de Grecory-Nrwroxn dd-nos:

(x—=) (x+=/2 x

1
P (x) = =1+ (4w =g+ =

(x+7) (x+7/2) x (x—=/2) 4
o

A=N)
(=/2)? 4!

8 14
dﬂ’ﬂd&, P(x) ﬂgx‘—ﬁlz+1.

Note-se que este polinémio € 86 constituido por termos
de grau par, o que era de esperar visto a fungdo cosx
ser uma fungdo par.

Para calcular o valor de P (—3=/2), escreve-se na
tabela o valor AP (--8x/2)= AiDP (—nx)=4 e deter-
minam-se em sequida os valores: A3P (—3=/2)=—6,
a2 P (—3x/2)=6, AP (—3x/2)= 35 e finalmente
P (—3=w/2)=4.

Solugles dos »n.” 3305 a 3307 de José J. Laginha

I 8. T. — Maremiricas Gerais — 2.° Exame de fre-
quéncia ordindrio— 10-6-1954.

1
3308 — Estudar e representar grificamente a
fungdo: y =x? . 7",

o 2
3309 —Calcule a soma da série: 2 lo "(::-"1‘)3

R : Note-se que o termo geral u, € da Jorma.:

n(n+2) .5 n n+l L n
@i E\ar n+2) %

gk A o+1
1 s (n (n+1)
= Ogn-l 3= rm)—e .

— 1
1i =0 te =o(l)=log— =
Como .._1.:1?(“) mese gu“ ?(1) =log 3

= —log2.

3310 — Uma recta ¢ tangente & curva y = z% -2
num ponto A e corta-a num ponto B. Determine o
lugar geométrico dos pontos P que dividem o seg-

)= PB
mento BA segundo a raziio de seegfio: —— = — 2-
PA

R: Seja a a abeissa de A. Tem-se entdo:
A (a,a%+a), vi=23a?{1 e por equagio da tangente
AB: Y—al—a=(3a2+1) (X—a) ou Y=(3a2+1).
X —2al. As abeissas dos pontos de encontro de AB
com a curva dada siio as raizes da equagio x3+4 x =
= (3a2+41) x—2a3, x? —3a?x 4 2a%=0, ou ainda
(x—a)? (x+2a) =0. E pois B (— 23,—833—23}

PB

Sera P (&, 7). O lugar dos pontos P tais que

V (E+2a)2+ (n+8a%+2a)2
VE=ar + (n—a —a)
que representa uma cireunferéncia.

= —2 ¢ o de equagiio

1I

3311 — Defina e estude a fungdio seno hiperbdlico
de varidvel real e complexa. Verifique, em particular,
para varidvel complexa, se a fangio é analitica.

3312 — Desenvolva em série inteira a exponencial
neperiana, determine o seu raio de convergéncia e
diga como poderia fazer o cdlculo numérico de &3
com uma aproximagio dada.

Que resulta da série exponencial por derivagio ou
integragfio ?

3313 — Averigue em que condi¢Bes o adjunto dum
determinante completamente hemisimétrico é simé-
trico ou também completamente hemisimétrico.

3314 — Indique os principais tipos de equagdes
reduzidas das conicas e mostre qual o papel desem-
penhado pelos invariantes para o estabelecimento
daquelas.

Interprete os diferentes casos de anulamento dos
invariantes: cada um por si, e dois a dois, simul-
tineamente. Poderdo anular-se, ao mesmo tempo, os
trés invariantes fundamentais ?

SolugBos dos 0.°* 3308 e 3310 de Manue! Zaluar.






