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O primeiro membro tem pois como ztros: — 1 , 
2 — ̂ 3 , 1 / 2 e 2 + ^ 3 . A inequação é verificada 
para — 1 < x < 2 — e 1/2 < x < 2 + / 3 • 

3282 — Faça o desenvolvimento do binómio [-(ri 
e diga o coeficiente do termo em x . R : Tem-se 
para 0 desenvolvimento: 

2 ( D <2x>'~° (V2)-»'1 - S 2l,_f/5 ín) • t>=0 vF/ p=g MV 
O coeficiente pedido corresponde a 7 —3p/2 «— 1 , ou 

©2*- 7 1 
- — — - n ã o . 

3283 — Qual o valor da razão do número de 
arranjos para o número de combinações de n objectos 
p a p e como se chama? 

3284 — Qual o menor valor de m que dá àequação 

quatro raízes reais, diferentes de zero, s quais são 
elas ? R : No enunciado há manifesto erro tipográ-
fico visto o parâmetro m não figurar na equação 
apresentada. 

3285 — Dada a equação + bx + c — 0 , deter-
mine 6 o c de modo que uma das raízes seja tripla 
da outra e que o produto dos seus quadrados seja 
igual a 144. R : Representemos por * t « t i 
raízes da equação e suponhamos, por exempla, [ Xj | >• | x; |. 
Então: xj •= 3x j , e (si x2)z — 144 . Logo xt x2 — 

+12 = c e xi -)- xj = 4 xj =• — b , donde: x{ — 3 , 
XJ -

6 e x{' 2 , 14 6 , 0« tf - 12, 
b' 8 e c " - 1 2 e b" - 8 . A hipótese c = - 12, 
conduz a raízes complexas não conjugadas e a b ima-
ginário . SoluçSes d o s o." 3.'81 A 3285 d e H a . m e l Z a l n a r 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E F I N A I S 

ÁLGEBRA SUPERIOR — MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C. L, — A l o EB BA StJPERioK — 1.« exame de fre-
quência - 1949-1950. 

3286 — Defina sucessão de Rol lb de f(x) em 
(a ,b) e descreva, justificando, o seu préstimo na 
separação das raízes de f(x) num intervalo. Faça 
a aplicação à equação x1 e" — k •» 0 . (Discussão com 
apresentação dos diferentes casos possíveis, consoante 
o valor de k). 

3287 — Enuncie e demonstre a condição necessária 
e suficiente de desenvolvibilidade de f (as) em sério 
de T A Í L O U referida ao ponto a. D Ê e justifique 
alguma condição suficiente. Pode o conhecimento do 
desenvolvimento de / ' ( a ) » - a)* permitir 
escrever o de f{x)1 Sob que hipótese? Qual é 
esse desenvolvimento? Faça a aplicação à determi-
nação do desenvolvimento em série de M A C - L A Ü B I N 

de /(ac)-=log (4 + a:). (Intervalo de convergência do 
desenvolvimento), 

3288 — Enuncie o teorema de K U I . K R sobre fun-
ções homogéneas. E a recíproca exacta? Escreva a 
equação da tangente à imagem da função y impli-
citamente definida pela- equação / ( a : , y ) = 0 num 

ponto genérico, pondo-a sob a forma AX-t-BY+ C—0. 
Dè as expressões de A , B e C em / ( » , y) e suas 
derivadas. Mostre, servindo-se do teorema de E U L E R , 

que A , B e C são funções homogéneas, na hipótese 
de / (a;, y) ser homogénea de grau a . De que grau ? 

3289 - Sendo (a, b) finita e f j l (x , y) limitada 
no ponto P ( o , b) , pode afirmar-sc a continuidade de 
f j , ( x , y ) no ponto PI Justifique o teorema em que 
baseia a resposta. Supondo verificadas as condições 
anteriores e admitindo a continuidade de flí(x,y) 
em P (a , ò>), justifique a igualdade fjv (a , b) ™ 
-=t f j , (a, b), supondo que estas últimas derivadas 
são finitas. 

I. S. G. E. F. — Matemáticas Gkbais — 1." Eiame de 
frequência - 30/1/1951. 

3 2 9 0 — Determine a derivada em ordem a a: de: 
1 y = e•-«•. tg1 (x3 + l ) + ( 1 - x ) • sen 

x-1 
i ^ l . 

Justifique a regra operatória que usou para o cál-
culo da derivada da 2.* parcela de y . Podia utilizar 
essa regra para achar essa derivada no ponto de 
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abcissa 1 ? Porquê? Indique algum ponto onde se 
torne fácil o cálculo da derivada de y . Justifique. R : 
y> — - 2 x e ' - " • tg* (x3 + l ) + 12x' • e 1 - " • tg3 (x 3 +1) — 

1 1 1 
x - 1 x—1 x—1 

â regra operatória usada foi a do produto que não 
se pode utilizar no ponto de abcissa 1 visto que neste 

1 
ponto a função sen não está definida. No ponto 

x—1 
de abcissa — 1 torna-se particularmente simples o cál-
culo da derivada de y, porque neste ponto t g ( x 3 + I ) 
se anula e portanto para o cálculo da derivada basta 

1 achar a derivada de (1 — x) * sen no ponto —1. 
x—1 

3291 — Determine a equação da circunferência 
C que passa pelos pontos A ( — 2 , 1 ) , B (—4, —1) e 
cujo centro se encontra sobre a recta de equação 
x — = 

Ache a equação do logar geométrico dos pontos 
médios dos segmentos MP sabendo que M é um ponto 
de coordenadas (5 ,0) e P é um ponto movei da cir-
cunferência C. R : Seja C (a., fi) o centro da circunfe-
rência pedida. Então, temos: (a -f- 2)2 -f (p — 1)! = 
= ( * + 4 ) í + 0 + 1 ) í e « - p + 1 - 0 , isto é, £ + 3 = 0 
e a —p + l=-0 . Resolvendo o sistema formado por estas 
duas equações, obtemos 2 e p= —I que são as 
coordenadas do centro. 0 raio da circunferência serã 
r = t/( —2 + 2)2 + a 2. Portanto, a equação 
da circunferência será (x + 2 ) ! + ( y + l ) 2 - = 4 . 

Sejam X S V M coordenadas dum ponto qualquer do 

—-—- i V - i onde lugar pedido. Então, temos X 

x e y são aí coordenadas dum ponto corrente da circun-
ferência {x+2)* + (y + 1)' = 4 . Eliminando x e y entre 
estas três ultimas igualdades resulta: (2X — 3)2 4-

(2Y +- l ) í = 4 que c a equação do lugar pedido. 

3292 — Que entende por limite de uma sucessão 
de termo geral tt„ ? Qual a condição necessária e sufi-
ciente para que essa sucessão tenha limite finito? 
Prove que a condição é necessária e suficiente. 

Se a sucessão de termo geral u„ converge para um 
niimero V, diga como é constituída essa sucessão no 
caso de k não ser ponto de acumulação do conjunto 
(u„). Satisfaz essa sucessão a condição necessária e 
suficiente atrás referida? Razão disso. R : A sucessão 
é constituída, a partir de certa ordem, pelo ehmento k 
indefinidamente repetido. Satisfaz a condição necessária 
e suficiente como é simples de ver. 

3293 — Prove que as séries, de termos positivos, 
UM 

Ztí„ e 2 » „ são da mesma natureza se lim — — í ;> 0 

çl finito). 0 que pode concluir se for l igual a zero? 
E se for l igual a infinito? Justifique. 

Verificando-se a condição na - «„-•/.> 0 , quando con-
verge a série SK„ ? Neste caso qual o limite da suces-
são de termo geral u„? Porquê? R : De un:—^ 

1 
e pelo anterior se conclui que 2un converge se Z 

n« 
convergir. Ora, sabemos que 3 , série de Dirichelet 

n* 
OH harmônica generalizada, só converge para « >. 1. 
Portanto, nas condições enunciadas, 2 Un Converge se 
« > 1 - *S'í 2 un converge então lim u„ = 0 . 

3294 — Quando se diz que a função / ( x ) é cres-
cente no intervalo aberto (a , b) ? Indique o limite 
inferior de tal função na vizinhança I ( b — ( i > 0 
e arbitrariamente pequeno) e o limite superior destes 
limites inferiores quando e tende para zero. Se esse 
limite for finito diga o que è necessário para que 
essa função f(x) seja contínua no ponto b [relativa-
mente ao intervalo fechado (a, 8) ] . 

Mostre que f (x) é contínua no intervalo fechado 
(o , 6) , se ai for crescente e tomar todos os valores 
entre / ( o ) e / ( 6 ) . 

Dê a imagem de uma função / ( i ) crescente no 
intervalo aberto (a , S) , que assume nesse intercalo 
todos os valores entre f (a) e f (b) e, finalmente, não 
seja continua no intervalo aberto (a, 6) . R : Descreva-
se, por exemplo* a imagem duma função crescente no 
inter indo aberto (a , b) , que apresente uma descontinui-
dade finita num ponto interior c , tal que f (b )< f ( c—0) , 
e com f (a )= f (a + 0) . 

âoJuç&es dos n.*1 & ! d* Joiá J. Laglnbft. 

I . S . C . E . F . — MATEMÁTICAS GIRAIS — 3 0 d e J u n h o 
de 1951 — 2." exame. 

3295 — Desenvolver em série de potências de aj + 1 
2 

a função y — e determinar o intervalo de 
(x+2)* 

convergência. Demonstre que toda a série de potên-
cias é derivável termo a termo. R : 

2 P y - a . 1 
x + 2 l + ( x + ] ) 

- 2 [1 - (x+1) + (x + 1)* - (x + i p + — + 

+ ( - l ) - ( x +1 ) ° + •--] - 2 ( - 1 ) " + 1 - 2 ( x + 1)% 
o 

esenvolvimento válido j>ara | x + 1 | < 1 , ou — 2 -< 
: s < 0 . 

<K 
A série das derivadas V (—l)1"1 • 2n • (x + 1)—1 t 

- sen 



G A Z E T A D E M A T E M A T I Ç A 17 

também convergente no mesmo intervalo t a sua soma e 
a derivada de Py, aonde y for uniformemente con-
vergente, isto é, em qualquer intervalo fechado interior 
ao intervalo de convergência. Vem pois: 

i, u 

= V (—lJ" - ' - 2n . (x-f-l)"" ' . 
(x + 2 ) * r 1 

Para demonstrar que toda a série de potência* é 
derivàvel termo a termo basta ver que JJa,!" e 

VJ d a„ x" -1 têm o mesma intervalo de convergência e 
i 

que, sendo a segunda uniformemente convergente em 
qualquer intervalo fechado interior ao intervalo de con-
vergência, a primeira é aí sua primitiva. 

3296 — Defina função regular e veja se logí è ou 
não regular no intervalo (0, T). Enuncie o teorema 
de Cauchv sobre as funções regulares. 

Seja OA um arco de curva plana cujas equações 
paramétricas são y — <j (í) e (<) com as funções 
o e ••)> regulares no intervalo e i ) ; prove que o 
arco OA admite uma tangente ordinária paralela à 
corda O A • 

Se e ae = logt , calculo o verdadeiro valor 
de y/x para ( — 0 . Justifique. R : f (x) e" regular 
em ( a , b) se for continua em (a, b) e admitir deri-
vada finita ou infinita de sinal determinado em cada 
ponto interior, jí função logt não é regular porque não 
ê contínua para t —0; como para t>- 0 admite deri-
vada <-. l / t finita, ela será regular em qualquer inter-
valo finito fechado por mais próximo que o extremo 
esquerdo esteja da origem. 

Demonstrar que OA tem tangente ordinária paralela 
acorda O A , é demonstrar que: se <f> (t) e ^(t) ião 
regulares no intervalo (to , ti) com derivada$ não con-
juntamente nulas ou infinitas em pontos interiores, 

existe t< entre t<, e t, que faz —- -
V ( t o ) — + ( t j ) V ( t f ) 

(caso não seja ao mestno tempo ® (to) = <? (*i) e ^ (t0) — 
— íf (tj)) . É o teorema de Caucby. 

V r * Com y — t~" e x logt vem — — e o ver-
x logt 

t " 1 . — ü t - 3 

dadeiro valor para t — 0 é lim liin - — — —> 1-0+- Jogt i-o t _ i 

= l i m — 2 t r ! = — a o . A justificação está na regra 
1=0 

de Caocbv para as indeterminações de tipos q e ~ • 

3297 — Se s=f(x,y) é uma função com deri-
vadas parciais limitadas no interior dum rectângulo 
do lados h e k centrado ein P(a,b), demonstre 

que / é continua em P . Além das hipóteses ante-
riores, se f, ó continua em P demonstre que f é 
diferenciável em P . 

Com z—(x—2y)J + y—1 e P ( 2 , l ) a equação 
define alguma função y (x) na vizinhança de as—2? 
Porquê? Em caso afirmativo, qual o sentido da 
concavidade da curva repesentativa de y (x) no ponto 
x — 2? Justifique. R ; A primeira questão demons-
tra-se com a fórtmda dos acréscimos finitos. Quanto à 
segunda questão basta notar que. as derivadas parciais 
limitadas são finitas e as correspondentes funções 
parciais são regulares. Como uma derivada ê continua 
resulta a diferenciabilidade. 

A equação (x — 2y)J + y — 1 = 0 define uma curva 
continua passando por P(3,l) porque as derivadas 
parciais do primeiro membro são continuas em P e 
ft (P) 0 . A função z é diferenciável em P e por-
tanto a curva representativa de y{x) tem tangente em 
P de coeficiente angular dado por 

Mas, 

r 2 ( x - 2 y j _ l _ 
L - < ( x - 2 y ) + l j ( l i l ) 

ii [ - 4 ( x - 2 y ) + l ] 2 ( l - 2 y ' ) - 2 ( x - 2 y ) [ - 4 ( l - 2 y t ) l 
y " [ - 4 { x - 2 y ) + l y 
calculada em p dá y " = — 2 ; o sentido da concavi-
dade e' o dos yy negativos, A curva para baixo da 
tangente. 

3298 — Enuncie o teorema de D^VLKMUEKT e, su-
pondo-o demonstrado, prove que o polinómio f (~) 
de grau n admite precisamente n raízes reais ou 
complexas, iguais ou distintas. Deduza as fórmulas 
de G I K A B U e diga como as utiliza para conseguir eli-
minar o segundo termo de um polinómio. 

O que é um zero real isolado? Demonstre quo um 
•zero real inteiro simples è um zero isolado. 

Poderia reproduzir a demonstração anterior para 
um polinómio / (=) no caso de zeros complexos? 
Porquê? R : Teorema dt O W L E M B E E T : o polinómio 
inteiro de grau n > 0 tem pelo menos um zero aj. Divi-
dindo f (z) por (z — ai) o resto é f (aj) = 0 e o 
cociente ê f i ( Z ) de grau (•—1) que admite IUII zero 
a, : f (z) - (z - a,) f, (z) , f t (z) - (z - a ;) f, (z) , -
chega-se então a: f (z) — p0(z — af) (z — a2) -•• (z — a„), 

At fórmula* de GIEABD obtém-se identificando os 
coeficientes na identidade: 

PO (z° + + ...^j _ p 0 ( z - a i ) ( z - a 2 ) ( a — a „ ) . 

A primeira das fórmulas de G I B A S » é - P I 

PO 
- a , + 

-f- aj • •• + a„ e se de um polinómio dado passarmos a 
outro com as raízes aumentadas de h, esse novo poli-
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, —p'i . p' t 
nómio terá =3 (4 -a i+ •*• 4 a0 -í-nh ou seja — = 

P'í " Po 
Pl 
Po 

n h = 0 c/ande li • Pi 
ii Po 

. Faz-se então a trans-

formada de z' ^ z *f- li — z -j- Pi 
N PO 

Para demonstrar que zero real simples ê zero isolado, 
faz-se f (x) — (x — a) f (x) com o(a)=jtO e <p (x) con-
tínua para s = a . Existe pois uma vizinhança de 
•u (a) «em a origem e decido à continuidade de a (ij 
existe uma vizinhança de a onde x faz <j> (s) f̂c 0 e 
portanto f (x)=/=0. A demonstração veprcduz-se nos mes-
mos termos para «rn zero complexo, porque se consi-
deram as vizinhanças circulares dos pontos do plano 
comple xo. 

3299 — Defina termo de ama matriz e defina de-
terminante, Diga o que ê menor de classe k, e 
deduza o número de menores de classe k de um de-
terminante de ordem « > & . 

Calcule o valor de um determinante de 1." ordem 
com todos os elementos iguais; demonstro os teo-
remas em que se baseou para o cálculo. R : Termo 
de matriz quadrada é o produto de n elementos da ma-
triz tomado um e só um em cada fita. Só para matriz 
quadrada vale a definirão. Sina! de um termo é dado 
por (—1)^ 1,1 onde e e | são os números de inversões 
das permutações superior e inferior dos índices. 

Detei-minante e a soma dos termos da matriz afecta-
dos dos respectivos sinais. Menor de classe k e de ordem 
n —k é qualquer determinante contido em n—k linhas e 
n — k colunas: o número de menores de classe k é eviden-
temente ^^ . . Aquele determinante è igual a zero: 

deve demonstrar, a) a troca de duas filas muda o 
sinal ao determinante; b) determinante com duas filas 
iguais é mdo. 

Sohin.SoB dos n.os 321W a 3203 de J. Rihoiro d« Albuquerque 

I. S. C. E. F. — Matemáticas Gerais — 6 de Jullio do 
1951 — 2,° exame. 

3300 — Defina extremos absolutos e locais de / (x) 
no intervalo fechado , 6). Seja / (x) uma função 
com derivada positiva no interior do intervalo {a,b)\ 
f (x) é contínua uos extremos: prove que f (x) è monó-
tona no intervalo fechado (a , b). Precise o resultado. 

Encare a hipótese do f (x) ser nula num conjunto 
de pontos, finito ou numerável, intoriores ao intervalo. 
Considere por último a hipótese de f'(x) ser identi-
camente nula no interior de (a ,0}. l i : Seja Y o con-
junto dos valores de f (x) para x vo conjunto X : existe 
sempre um limite excedente dos valores da função em X , 
menor que todos os outros: este limite superior dos valo-

res da função em X , se for assumido por f (x) em X , 
chama-se máximo absoluto. Igualmente se tem um mínimo 
absoluto de f (x) em X . Os dois designam-se por extremos 
absolutos. Máximos e mínimos ou extremos locais são os 
máximos e mínimos relativos ; são sempre assumidos. 

Para provar a monotonia da função parte-se de 

í ^ t > 0 e v e m f ( c - b ) < f ( c ) < f ( c f b ) ; fun-
X — C 

ção pontualmente crescente (pròpi-iamenee) ê crescente 
(propriamente) ; a continuidade nos extremos estende a 
conclusão ao intervalo fechado. Nas mesmas hipóteses 
(derivada finita ou infinita de sinal determinado) a 
função é regular e o teorema de Lagrange dá imediata-
mente a conclusão. Nesta segunda demonstração deverá 
precisar-se que, não se anidando a derivada, a função 
e'propriamente crescente. Se em ponto isolado a deri-
vada i nula a função não deixa de ser propriamente 
crescente e um conjunto finito ou numerável de pontos i 
sempre isolado (todos os seus pontos são isolados) ; a 
função e" propriamente crescente mas com inflexões de 
tangente horisontal. Na última hipótese a função é cons-
tante no intervalo fechado. Todas as afirmações deve-
riam ser provadas como è óbvio. 

3301 — Faça o estudo da concavidade de uma 
curva por meio da fórmula de Taylor. 

Prove que se / ' (x)—f' (d) tem sinal fixo para 
|ao — ti | , o arco AM tem inflexão para x-=d, 

Estude a concavidade o pontos de inflexão de 
y = 2— (I — x)''"1 e represente a função nas vizinhanças 
do ponto . R : A concavidade em ponto da curva 
de tangente não paralela a OY é estudada por meio de 
<f (x) = f (x) — f (c) — (x — c) f' (c) ; desenvolvendo f (x) 
com a fórmula de Taylor vem para x na vizinhança 

de c , f ( x ) - f ( c ) + ( x _ c ) f ( c ) + ( ' ~ C ) Ï f " {cO ; 

para pontos x vizinhos de c tem-se pois tf (x) — 
(x—c)* — f" (c,) com ei vizinho de c . Isto reduzo 

2 ! v v 1 

estudo da concavidade ao estudo da segunda derivada. 
Em ç (x) - f ( i ) a f ( d ) - ( x - d ) f (d) faça-te f(x) — 

- f (d) ~ ( x - d ; f (d,) e teremos o (x) - ( x - d ) [ f fd,) — 
— f (d)]; coni x à esquerda OH à direita de d , vem 
dj A esquerda ou à direita mas sempre na vizinhança 
onde o segundo factor mantém sinal ; eníão o (x) varia 
de sinal com (x—d) e haverá inflexão. 

1 2 
As derivadas y ' — (1 - í i ) - - ' 3 e y " - - (1 — x ) - 5 ' 3 

o J 
são infinitas, a primeira sem mudar de sinal ao passar 
x por 1, a segunda mudando de sinal. HA, para 
x —1, inflexão com tangente paralela a OX . A con-
cavidade épositiva para x d e negativa para x > 1 
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3302 — Que entende por derivadas parciais de 
>y) num ponto P (o ,b) interior à região SOI 

em que f vem definida. 
Deduza a fórmula dos acréscimos finitos supondo 

que aquelas derivadas são finitas numa vizinhança 
do ponto P (a, 6) . 

Calcule a derivada da função composta de f (x , y) 
e 3 e y = senií no ponto u = TjG. Indique as 
condições em que pode fazer esse cálculo. R : Como 
as derivadas parciais são finitas as funções parciais 
são regulares e pode aplicar-se o teorema de Laorakue 
a cada uma delas; o contorno deverá estar mergulhado 
na vizinhança dada de P . 

m - M ^ . sen */6) e*'9 + 
|_du_]u = ir/G 

, sen tt/6) cos ir/6 ; 
para o cálculo deverá ser dada a função f (x , y) ; corno 
x e y são funções diferenciáveis em s/6 , falta apenas 
que a função f (x , y) seja diferenciãvel no ponto cor-
COr respondente P (o™'6 , sen ir/6) . 

3303 — Demonstre o teorema de D'A l k*bsht ou o 
lema que o precedo. Prove que os zeros do polinómio 
/ ( a ) são todos isolados. 

f (t) 
Decomponha em fracções simples a razão • . 

R : f ( z )~ ( s — a)" ^ ( í ) onde <j (a) =p 0 e = (z) conti-
nua para z = a . Devido à continuidade de u(z) existe 
um circulo centrado em a onde tp (z) tal como tf (a) 
4 diferente de zero, e com z nes.se circulo também 
f ( z ) = £ 0 , 0 ponto a é zero isolado. 

Seja: f {z ) = p 0 ( z - a ) * (z — b)3 ••• (z - !)>• donde 
l og f ( z ) — logpo + a l og ( z — a) -t- plog (z — b) ¥ ••• 
e derivando 

t'{z) (5 
f (z) z — a z — b 

3304 — Diga o que entende por composição linear 
de filas de uma matriz. Defina dependência e inde-
pendência linear, e característica. 

Descreva o conhecido processo de cálculo da 
característica e prove que: a característica conser-
va-se invariante com a operação de Jacoui. 

Se A è uma matriz quadrada (por exemplo de 
ordem 3) com o determinante |J|=0 mas em que 
um elemento (por exemplo a\) tem complemento al-
gébrico significativo, prove a dependência linear das 
filaa. R . O processo de cálculo da característica é o 
da condensação da matriz. Do determinante da matriz 
A tiram-se com os teoremas de Lai>lack 

a] AS + aí Ai + aj Aí - 1 A j = 0 ; a? AJ a| Al + 
+ aí Ai - 0 ; a? Al + a) Ai + $ AJ = 0 

e somando convenientemente tem-se a igualdade matricial 

A.! [aí , af, a:,'] + AJ [a! , a|, a;] + A| [ai, a f , aí] -
— [ 0 , 0 , 0 ] ou Í.J Lx + + X] L3 = « e por hi-
pótese >,i 0. 

SuhiçAes dos u , " 3300 u 3301 da J. Klhelro d« Albuquerque 

I. S. C. E. F. — Matemáticas O buais — Exame final 
-i 8-7-1951. 

3305 — Determine k de modo que a equação 
3a;*+ 4a:3 — 6as2 — 12 at-(-í: 0 admita uma raiz dupla. 
Calcule as raízes dessa equação. R : Determine-se o 
m. d. c. entre P (x) — 3 x* + 4 - 6 x* - 12 x + & e 
P' (x)/12 = x3 + x*—x —1 , utilizando para isso, o algo-
ritmo usado na determinação da sucessão de Stukjí, 
até um resto independente de X . Então, temos 

P (X) . . . 3 4 - 6 —12 k 
P' (x)/12 ... 1 1 - 1 - 1 (0) 

3 9 - k 
— R . . . 4(1) 8 - k - 1 (0) 

- R , 
- 1 

k + 5 

4(1) - k + 3 
—k —5 k + 5 

• - 1 t ( 0 ) 

- k - 1 
- R J 

Fazendo k - l l = 0 vem k = 11 . O m. d. c. (P,Pr)«• 
— — x + 1 dá-nos a raiz dupla x 1 , de P (x) , 
Abaixando o grau de P (x) pela regra de Ruffdt i vem 
o polinómio 3 x ! +10x 4-11, que admite a$ raízes com-

- 5 

3 — 3 ' plexas x 

3306 — Com um simples determinante resolve-se 
o seguinte problema! Determine a equação do plano 
que passa pelo ponto P (1 , — 1 , 1 ) e que é perpen-
dicular ao plano i? = 2as-f-3!/—43 — 1 e paralelo à 

x—2 y—3 i + l 
recta r = ——. R: Nas condições 1 2 1 
do enunciado temos o sistema: 

r A ( x - 1 ) + B ( y + 1 ) + C ( z - 1 ) - 0 
J 2 A - f 3 B — 4C = 0 
[ A + 2 B + C - O . 

A condição para que este sistema (de equações homo-
géneas) tenha soluções não simultâneamenle nulas é: 

x —1 y + 1 z—1 = 0 , 
2 3 - 4 
1 2 1 

donde 11 x — 6y -j- z —18 0 , que é a equação do plano 
pedido. 

l; 
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3307—Calcu le um polinómio de grau não supe-
rior a 4 que represente aproximadamente a função 
y— cos x no intervalo ( —ir, w) . Ampliando a tabela 
das diferenças, qual o valor do polinómio correspon-
dente a —3ir/2 ? II: Construamos a tabela das dife-
renças f initas: 

X P ( x ) i P ( x ) A » P ( X ) A 3 P(x) A*P(X) 

— ir - 1 1 0 - 2 4 
- i r / 2 O 1 —2 2 

0 1 - 1 0 
ir/2 0 - 1 
17 - 1 

A fórmula de G R E Q O B Y - N E W T O N dá-nos : 

1 (x - i r ) (x+ir /2) x 

( - 2 ) ( x + x ) (x + i s / 2 ) x ( x - i t / 2 ) 4 

K'2)1 41 

8 14 
donde, P (x) - — x* _ — * * + l . 

Note-se que este polinómio é só constituído por termos 
de grau par, o que era de esperar visto a função cos x 
ser uma função par. 

Para calcular o valor de P ( — 3 k /2), escreve-se na 
tabela o valor a4 P (~3it/2) - a11* (—ir ) -4 e deter-
minam-se em seguida os valores: A3 P { — 3it/2) — —0, 
iz P (—3it/2) = 6 , i P (—3ir/2> — - 5 e finalmente 
P ( — 3 * / 2 ) - 4 . 

SoluçüflJi dos u." 3305 a 3307 da Jusó J. L«(ç!oli» 

L s . T. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — 2 . * Exame de fre-
quência ordinário— 10-6-1951. 

* 

I 

3 3 0 8 — Estudar e representar graficamente a 
função: y — a;' • . 

" n í«+2) 
3309—Calcule a soma da série: V ] log — . 

•Si (n + 1) 
K : Note-se que o termo geral u„ 4 da formo.: 

. . » log _ log (JL.: n+í) - h H S — -
• s (n+i)* s V ° + i n+v u+ i 

n + l 
— log —rs " T W - f (n+l ) . 

II "t -3 

Como 1 i m (n) = 0 tem-se J ] un — <p (1) = log — 

log 2 . 

3310 — Uma recta é tangente à curva y = + x 
num ponto A e corta-a num ponto B . Determine o 
lugar geométrico dos pontos P que dividem o seg-

_ pb 
mento BA segundo a razão de secção: ^ ^ — & . 

P A 
R : Seja a o abcissa de A . Tem-se então: 

A ( a , a ' + a ) , yí — 3a*-f-l e por equação da tangente 
A B : Y—a'—a — (3a1 + 1 ) (X — a) ou Y = ( 3 a * + 1). 
X — 2 a 3 . As abcissas dos pontos de encontro de A B 
com a euroa dada são as raizes da equação x3 + x — 
- ( 3 a 3 + l ) x - 2 a 3 , x3 — 3a*x + 2a3 — 0 , ou ainda 
(x— a) ' ( x + 2 a ) = 0 . Ê pois B ( — 2 a , — 8a 3 —2a) . 

PH 
Seja P (Ç , T,). O lugar dcs pontos P (ais que 

PA 

— —2 i o de equação 
l / ( í + 2a)*+(Y)+8a3+2a)* • — 2 
V/(ç-a)* + fr-a3-a)* 

3iie representa uma circunferência. 

I I 

3311 — Defina o estude a função seno hiperbólico 
de variável real e complexa. Verifique, em particular, 
para variável complexa, se a função ó analítica. 

3312 — Desenvolva em série inteira a exponencial 
neperiana, determine o seu raio de convergência e 
diga como poderia fazer o cálculo numérico de e3 

com uma aproximação dada. 
Que resulta da série exponencial por derivação ou 

integração ? 

3313 — Averigue em que condições o adjunto dum 
determinante completamente li em i simétrico é simé-
trico ou também completamente he mi simétrico. 

3314 — Indique os principais tipos do equações 
reduzidas das cónicaB e mostre qual o papel desem-
penhado pelos invariantes para o estabelecimento 
daquelas. 

Interprete os diferentes casos de anulamento dos 
invariantes: cada ura por si, c dois a dois, simul-
taneamente. Poderão anular-se, ao mesmo tempo, os 
três invariantes fundamentais? 

KqIhçOüs d o s d . " 330Ü « 3310 d « M à n u e l Z c d u & r . 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. P. — Cálcolo Infinitesihal — 3," Exercício do 
revisão — 1 9 5 0 - 5 1 . 

3315 — Integrar a equação 
stfxchx • y" + shx • y' + 4cA3 x • y — 0 

fazendo a mudança t-shx. H: 
dy ™ cli X • 
d i 

Substituindo, vem 

dy _ d* y 
Tír ' d x î 

dy . . d* y 

tí - i - L + t -1- 4v = 0 (Eq. de Elder). 
dt1 dt 

Fazendo t —e' urra: 

(1) 
d* y + 4y - 0 . 

r k i = 2 1 
Equação característica: k ! 4 -4=0 de raízes i 

1 l t u = ~ 2 1 
Integral geral de (1) : 

y = Gj sen 2 z f Cj cos 2 z . 
Retomando a primitiva variável independente: 

y -= Ci sen 2 log sb x 4- Ci cos 2 log sh x 

3316 — Integrar a equação >j =• — xy' + log y' e 
determinar a linha integral que passa na origem, R : 
E uma equação de Lagrange, Fazendo y ' = z e deri-
vando vera z — 7. — xz' + z'/z ou, tomando z para 
variável independente 

(1) 2zx' 4- x = l / a (eq. linear). 
Integral geral da equação sem 2.' membro: x^cz""1. 
Fazendo a variação da constante, vem 

dc 1 —2-3« donde c — — a - " 1 + k 
dz 2 

Integrai geral de (1): x = —l/z + l c / / z . O integral 
geral da equação dada fica definido por 

x — — l / z + k/v^z 
. y -» — xz + logz 

A linha integral pedida corresponde a k = 1. 

{ ;/' + y + » - o 
I T , R , • 

y + s + - — o ta x 
Li: Eliminando z e z' entre estas duas equações e a 
que resulta por derivação da primeira vem: (1) y " 4- 2y ' 3 ih x. 

[ 

Integral geral da equação sem 2.° membro .* 

Y - C , 4 - C S E " 1 1 . 

A equação completa admite uma solução particular da 
forma y i ~ A shx 4-R chx . 

Por substituição em (1) obtem-sc A— — 1 e B=2. 
Donde 

r Y = C ( + Qj e~ix - shx -t- 2chx 
1 Z = - C I + C 2 e-1' - sh x - ch x 

esta última obtida da primeira equação do sistema dado. 
A linha integral pedida, corresponde a Cj — — 3/2 

e C z - 1 / 2 . 

SoIuçSes «os a.™ 3310 a 3317 de Itojôrio Kunej 

I. 3. T. — Calculo Infinitesimal — 2." Exame de fre-
quência — Julho de 1951. 

3318 — As duas curvas torsas 

R 
x = ß + 1 
y - í 1 + 2 

a - <* + 3 
B< 

xí 2íâ + 4 
y i 2t* + 5 

Z( 2 Í Â + 5 

têm um ponto comum P , para t — 1 . Compare, 
nesse ponto, os respectivos triedros de Feínkt e as 
curvaturas de flexão e torsão das duas curvas. K ; 

R 

R' 

x ~ tí + 1 
y — t1 + 2 
z = tí + 2 

2 + 4 
yá — 2&+5 
Z l 2t3 4- 5 

x' = 2t 
y' - 2t 

- / 

— it 

— 6 p 

x " - 2 

y " - a 
l " 6 t 

J F 4 . 

atf — --12t 
1.*) As tangentes em cada ponto das curvas corres-

pondentes a ura valor do parâmetro t são paralelas e 
de sentidos opostos. Como para t = l as curvas ReR 1 

tem um ponto comum, segue-se que as tangentes são 
coincidentes em direcção c de sentidos opostos. 

2.°) Os planos osculadores das curvas num ponto 
genérico são dados pelas equações 

X - (tí 
2t 
2 

1) Y - (ti + 2) 
2t 
2 

Z — (t* + 2) 
8 t í 

G 

X - ( ~ 2 t * + 4 ) Y _ ( _ 2 f t + 5 ) Z - ( - 2 t » + 5 ) 
~ 4 t —41 - G O 
- 4 - 4 —12t 

- 0 


